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搜索问题是什么

搜索：从庞大解空间中搜索得到与问题相对应、满足一定约束条件的最佳答案

简而言之：寻找一条从初始状态（问题）到目标状态（答案）的最佳路径

例① 地图最短路径 例② 数独求解

从 A 点到 B 点行驶时间最短的路线 从空白格填到满足规则的完整方案



常见的搜索问题

路径规划 动作规划：机器臂动作规划 约束满足：地图染色问题



搜索问题应用：路径规划

路径规划是指在给定的环境中找到从起点到终点的最佳路
径的过程。它在现实生活中有着广泛的应用，包括计算机
网络、物流配送、机器人导航等领域。

• 确定目的：不同的问题有不同的目的，如：选择最短路径 vs. 
选择用时最短路径

• 选择行动方式：针对不同的目的，在每个分歧点选择最佳行动
方案



搜索问题应用：动作规划

Shakey the Robot诞生于 1960 年代，是第一个能够感知和
推理周围环境的移动机器人。

这个早期的机器人成为后来构建机器人的原型，并对现代机器人技术
和人工智能技术产生了重大影响。

1970 年 11 月 20 日，《生活》杂志将 Shakey 称为"第一个电子人"。

其运动规划问题即是典型的动作规划（搜索）问题。

Charles Rosen与他制造的“第一个电子人”Shakey



搜索问题应用：动作规划

动作规划：将上游行为决策的指令解释成一条带有时间
信息的轨迹曲线，最后给底层的反馈控制。应用于机械
臂、扫地机器人、无人驾驶等领域。

动作规划可以被拆分成两个子问题：

• 轨迹规划（Trajectory Planning）：二维平面上的优化轨迹
问题

• 速度规划（Speed Planning）：选定轨迹后，以何种速度行
驶该轨迹



搜索问题应用：约束满足

约束满足：对于一组对象，需要满足一些限制或条件。问题单元表
示为变量上有限条件的同质集合。常用搜索方法求解。

• 四色定理：平面地图可用四种颜色染色，使任意邻接区域颜色不同

• 数独问题：每行、每列、每宫均须包含 1～9，不重复、不缺漏



搜索 vs. 检索

p 本周的"搜索" ≠ 搜索引擎（百度 / 谷歌）的搜索

p 搜索引擎的"搜索"本质是检索——从大数据库中匹配关键词；之所以叫"搜索"，是因为
答案无法预先存储，用户有"搜到答案"的体验

p 本课"搜索"= 搜索类优化：从众多候选方案中，通过不断搜索找到最优解（方案无法预
存，只能动态探索）
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搜索基本概念

搜索问题的四要素



搜索基本概念

典型问题：

吃豆人游戏 八皇后问题



搜索基本概念

吃豆人游戏



搜索基本概念

▪ 状态空间

      ▪ 8个皇后摆在棋盘上的位置集合

▪ 后继函数

 ▪ 增加⼀个皇后到棋盘上

▪ 开始状态

 ▪ 空白的棋盘

▪ 目标测试

 ▪ 8个皇后在棋盘上，两两不攻击

八皇后问题



搜索基本概念

状态空间



搜索基本概念

▪ 全局状态空间:

 ▪ 小黄人活动空间：120

 ▪ 豆子个数：30 

 ▪ 鬼怪活动空间：12

 ▪小黄人动作：上下左右

▪ 全局状态空间：

 120x(2!")x(𝐶#$$ )x4

▪ 路径寻址问题的状态空间：

 120 

▪ 吃完所有豆子问题的状态空间： 

 120x(2!")



搜索基本概念

▪ 一种针对搜索问题的数学表示形式

 ▪ 节点：抽象的状态

 ▪ 边：后继函数（状态执⾏动作的结果）

 ▪ 目标检测：目标节点的集合（⼀个/多个）

▪在状态空间图中，每⼀个问题中的状态只出现⼀次。

▪ 状态空间图中的节点与问题中的状态⼀⼀对应。

状态空间图

初始



搜索基本概念

▪ 树是有向无环图，有根节点，边的个数是节点个数减一

▪ 开始状态是根节点

▪ 孩子节点对应父亲节点的后继状态

▪ 节点对应状态，并且包含了从开始状态达到当前状态的路径

▪ 路径表示一个动作序列

搜索树



搜索基本概念

状态a，在树中的不同位置出现。它
实际上代表了不同的从s到a的方式

状态图——搜索树



过河问题：一位农夫带着一头狼，
一只羊和一筐白菜过河，河边有
一条小船，农夫划船每次只能载
狼、羊、白菜三者中的一个过河。
农夫不在旁边时，狼会吃羊，羊
会吃白菜。问农夫该如何过河。

后继函数：

状态对象：

狼和山羊/山羊和白菜在同一边 (失败)目标检测：

开始状态：

农夫、狼、羊、白菜都在河的另一边(成功)

搜索基本概念
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搜索算法分类

搜索问题的四要素 无信息搜索算法是指除了搜索四要素信息之外，没有其他任何

信息来源的搜索算法，主要有：

l 回溯搜索

l 深度优先搜索

l 广度优先搜索

l 代价一致搜索（+动态规划）

启发式搜索算法是指在搜索的过程中，通过一些启发式的信息

指导下一步搜索方向的搜索算法，主要有：

l 贪婪最优搜索

l A*搜索

博弈搜索算法是指两个（多个）智能体通过竞争对抗，最大化

自身利益而进行的搜索算法，主要有：

l Minimax搜索

l Alpha-beta剪枝

l 蒙特卡洛树



回溯搜索 （Backtracking search）

核心思想：无法满足条件时回溯

如果每个状态执行b个动作，D表示最大搜索深

度：

• 空间复杂度：O(D)

• 时间复杂度：O(𝑏!)



回溯搜索 （Backtracking search）

算法伪代码：



回溯搜索 （Backtracking search）

代码示例：



深度优先（Depth first search）

核心思想：当找到第一个终止状态时：回溯搜索+暂停

如果每个状态执行b个动作，D表示最大搜索深度：

• 空间复杂度：O(D)

• 时间复杂度：O(𝑏!)



广度优先（Breath first search）

核心思想：按深度增加的顺序探索所有节点

如果每个状态执行b个动作，结果产生d个动作：

• 空间复杂度：O(𝑏") (相较之前变得更差了！)

• 时间复杂度：O(𝑏") (更好，取决于d而不是D)



迭代加深DFS（DFS-ID）

核心思想：

• 修改 DFS 以在最大深度处停止

• 主动设定 DFS 最大深度

如果每个状态执行b个动作，结果产生d个动作：

• 空间复杂度：O(d) (变小了！)

• 时间复杂度：O(𝑏") (=BFS)



各搜索算法复杂度比较

每个状态所需的动作数 b，解决深度 d，最大深度 D：

解决深度 d：找到最优解的深度；Action costs：每一步操作的代价。DFS标注 zero，不显式考虑动作成本，只关注路径是否存在；
BFS/DFS-ID标注 constant ≥ 0，可处理固定非零成本，优化步数；Backtracking标注 any，支持任意成本（但通常不保证最优性）。



代价⼀致搜索（Uniform Cost Search）

核心思想：

• 按照路径代价高低来决定扩展节点的次序。

• 主要关心搜索路径的总代价（action cost ≠0），不

关心路径的步数（action cost=0）。选择从根节点出

发路径最短的节点，因此被称为代价最优最先

如果每个状态执行b个动作，结果产生d个动作：

• 空间复杂度：O(d) (变小了！)

• 时间复杂度：O(𝑏") (=BFS)



代价⼀致搜索（Uniform Cost Search）



动态规划

动态规划是解决多阶段决策过程的一种数学方法。主要思想是把多阶段问题
变换为一系列相互联系的单阶段问题，然后逐个加以解决。

什么样的问题可以用动态规划来解？：
（1）重复子问题

• 递归算法求解问题时，每次产生的子问题并不总是新问题，有些子问题被反复计算多次，这
种性质称为子问题的重叠性质。

• 动态规划算法，对每一个子问题只解一次，而后将其解保存在一个表格中，当再次需要解此
子问题时，只是简单地用常数时间查看一下结果。

• 通常不同的子问题个数随问题的大小呈多项式增长，用动态规划算法只需要多项式时间，从
而获得较高的解题效率

（2）最优子结构
• 一个问题的最优解包含着其子问题的最优解，这种性质称为最优子结构性质。
• 分析问题的最优子结构性质：首先假设由问题的最优解导出的子问题的解不是最优的，然后
再设法说明在这个假设下可构造出比原问题最优解更好的解，从而导致矛盾。

• 利用问题的最优子结构性质，以自底向上的方式递归地从子问题的最优解逐步构造出整个问
题的最优解。

• 最优子结构是一个问题能用动态规划算法求解的前提
引用：https://blog.csdn.net/qq_43466788/article/details/109627650



例子说明

如图所示，在数字三角形中寻找一条从顶部到底边的路径，使得路径上所经过的
数字和最大。

1
3 2

4  10   1
4   3   2   20

方法1：经典递归解法

 如果我们采用暴力法来解决这个问题，从第一层开始每一层都有两个选择，n

层情况下时间复杂度为 !!

递归解法

引用：https://blog.csdn.net/qq_43466788/article/details/109627650



例子说明

如图所示，在数字三角形中寻找一条从顶部到底边的路径，使得路径上所经过的
数字和最大。

1
3 2

4  10   1
4   3   2   20

方法2：动态规划法
 思路1：自下而上

动态规划法

递归方程

引用：https://blog.csdn.net/qq_43466788/article/details/109627650



例子说明

如图所示，在数字三角形中寻找一条从顶部到底边的路径，使得路径上所经过的
数字和最大。

1
3 2

4  10   1
4   3   2   20

方法2：动态规划法
 思路2：自上而下

动态规划法

递归方程

引用：https://blog.csdn.net/qq_43466788/article/details/109627650

最终时间复杂度由 变为!! !!



练习时间



练习时间
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State的探索

回家最短路径？

家

市场

办公楼

商店

无信息搜索：

l 回溯，广度优先，深度优先：“漫无目的”地遍历

l 代价一致搜索：看一步走一步

启发式搜索：有导航的辅助

饭店

宾馆

启发式信息：

指在搜索算法中，用于指导和优化搜索过程

的额外信息，通常用于帮助算法更快地找到最优

解。启发式信息通常由启发式函数（heuristic 
function）提供，它根据当前状态对达到目标状
态的“代价”或“距离”进行估计



State的探索

𝑠!"#$" 𝑠 𝑠%&'
过去代价 未来代价

𝑃𝑎𝑠𝑡𝐶𝑜𝑠𝑡(𝑠) 𝐹𝑢𝑡𝑢𝑟𝑒𝐶𝑜𝑠𝑡(𝑠)

开始节点 结束节点当前节点

最理想状态：同时探索PastCost(s)+FutureCost(s)

代价一致搜索：探索遍历PastCost(s)的所有状态

贪婪最佳优先搜索：只探索h(s)

A*搜索：同时探索PastCost(s)+h(s)

启发式函数h(s)，评估从某个状态 n 到
目标状态的预估代价或距离。引导搜索
方向，降低复杂度

使用h(s)而不是直接使用FutureCost(s)的原因：
未来代价一般是未知的，如果已知，那么直接挑选未来代价最小的道路即可，搜索问题已经结束。因此一般使用具

有一定指引性信息的启发函数h(s)，可以一定程度上指引搜索方向，压缩搜索空间。

定义：启发式函数



贪婪最佳优先搜索：只关注未来，目的性强

辅助信息
所求解问题之外、与所求解

问题相关的特定信息或知识。

评价函数（evaluation function）f(n)
从当前节点𝒏出发，根据评价函数来选择

后续结点
下⼀个结点是谁？

启发函数（heuristic function）h(n)
计算从结点𝒏到目标结点之间所形成路径
的最小代价值，这里将两点之间的直线

距离作为启发函数
完成任务还需要多少代价？

贪婪最佳优先搜索(Greedy best-first search)：评价函数f(n)=启发函数h(n)

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）求取从城市A到城市K之间一条行驶时间最短路线

将启发函数作为评价函数的搜索过程

两个重要函数：评价函数与启发函数

注意下表里的值是直线距离，这是一种额外信息，
与左图中的代价无关



贪婪最佳优先搜索——搜索过程

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线



贪婪最佳优先搜索——搜索过程

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线



贪婪最佳优先搜索：欲速则不达

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线

贪婪算法找到的路径 A → E → H → J → K （长度为20）

实际上最短路径为A → E → G → K（长度为14）

贪婪最优搜索路径

实际最优路径

贪婪最佳优先搜索：为什么会失败

l 贪婪最佳优先搜索算法采用了排除环路的剪枝方法（已选择节

点不在后续可选节点中），因此它是完备的，即总是可以找到

一个解。但是该算法并不是最优的。

 

l 贪婪最佳优先搜索算法的问题在于其总是贪婪地扩展与目标结

点之间代价最小（直线距离最近）的结点，而不考虑从初始结

点到达该结点所需的代价。

l 在上述搜索步骤中，虽然第四步扩展的J结点距离目标结点的估

计代价很小（取值为3），但从起始结点到达该结点的路径A →

E → H → J代价为17，已经超过了实际上最短路径的代价（值为

14），因此路径A → E → H → J并不是一个好的探索方向。



A*搜索

辅助信息
所求解问题之外、与所求解

问题相关的特定信息或知识。

评价函数（evaluation function）f(n)
从当前节点𝒏出发，根据评价函数来选择

后续结点。
下⼀个结点是谁？

启发函数（heuristic function）h(n)
计算从结点𝒏到目标结点之间所形成路径
的最小代价值，这里将两点之间的直线

距离作为启发函数。
完成任务还需要多少代价？

两个重要函数：评价函数与启发函数

在评价函数中考虑从起始结点到当前结点的路径代价，评价函数和启发函数各司其职

A*搜索(Greedy best-first search)：评价函数f(n) = 过去代价g(n) + 启发函数h(n)
（当前最小代价）（后续估计最小代价）

A： 第一个字母，代表先进性
Algorithm缩写，代表算法的一种

*：star，代表启发式信息加权下的总
 能找到最优解

Peter E. HartNils John Nilsson Bertram Raphael
提出启发式信息，
贪婪搜索

将过去代价g(n)引
入评价函数

提出启发式函数的可容性和一
致性，以证明A*算法最优性

由Nils John Nilsson、Bertram Raphael
和Peter E. Hart与1968年提出



A*搜索——搜索过程

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线

𝟓+𝟏𝟎 𝟑+𝟏𝟐 𝟔+𝟕

𝟏𝟑 𝟏𝟓 𝟏𝟓

𝟏𝟓 𝟏𝟓

𝟔+𝟒
+𝟑

𝟔+3
+𝟓

𝟔+7
+𝟔

𝟏𝟑 𝟏𝟒 𝟏𝟓 𝟏𝟓 𝟐𝟎



A*搜索——搜索过程

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线

𝟏𝟓 𝟏𝟓

𝟏𝟒 𝟐𝟎

𝟏𝟑+𝟓 𝟏𝟕+𝟑

𝟏𝟒 𝟏𝟓 𝟏𝟓 𝟏𝟖 𝟐𝟎 𝟐𝟎

因为此时A → E → 𝐆的评价函数
值最小，因此最小评价函数路
径由：

A → E → H
变为：

A → E → 𝐺

故启发式算法有时需要回退，
中间结果不代表最后结果。



A*搜索——搜索过程

每个城市到目标城市（即城市K）的直线距离（启发函数取值）

求取从城市A到城市K之间
一条行驶时间最短路线

𝟏𝟒 𝟏𝟓 𝟏𝟓 𝟏𝟓 𝟏𝟖 𝟐𝟎 𝟐𝟎 𝟐𝟏

𝟏𝟓

𝟏𝟓

𝟐𝟎

𝟏𝟖 𝟐𝟎

𝟏𝟓

𝟏𝟐+𝟑 𝟏𝟑+𝟖 𝟏𝟒+𝟎

因此A*算法选择的最短路径为A → E → G → K，与实际最优路径一致



A*搜索性能分析

A*算法的完备性和最优性取决于搜索问题和启发函数的性质。

启发函数的性质：

l 可容性

l 一致性

ℎ(𝑛)：结点𝑛的启发函数取值

𝑔(𝑛)：从起始结点到结点𝑛所对应路径的代价

𝑓(𝑛)：结点𝑛的评价函数取值

ℎ∗(𝑛)：从结点𝑛出发到达终止结点的最小代价

𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛’)：从结点𝑛执行动作𝑎到达结点𝑛’的单步代价

接下来使用的一些符号解释： 在之前的问题中这些符号可理解为：

ℎ(𝑛)：城市𝑛到目标城市K的直线距离

𝑔(𝑛)：从起始城市A到城市𝑛所经过的路径长度

𝑓(𝑛)：城市 𝑛的评价函数取值（之前路径长度+到K直线距离）

ℎ∗(𝑛)：从城市𝑛出发到达目标城市K的最短路径

𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛’)：从城市𝑛执行动作𝑎到达城市𝑛’的路径长度

求取从城市A到城市K之间一条行驶时间最短路线



A*搜索性能分析：完备性

如果所求解问题和启发函数满足以下条件，则A*算法是完备的：

u搜索树中分支数量是有限的，即每个结点的后继结点数量是有限的。

u 确保搜索空间有限，算法不会陷入无限搜索。

u单步代价的下界是一个正数。

u 如果为负数，A*可能陷入无限循环。

u启发函数有下界。

u 如果启发函数没有下界，要么其不满足可容性，要么该系统中不存在可行解（即代价→∞）。

如何确保A*能够保证在存在解的情况下总能找到一个解？    →    完备性

𝑠(
𝑠)

𝑠*

𝑠%&'−10 3
1

7



A*搜索性能分析：可容性

A*算法的最优性取决于搜索问题和启发函数的性质。
启发函数的性质——可容性：

ℎ∗(𝑛) = 𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛’) + 𝑐(𝑛’, 𝑎, 𝑛%&')

ℎ(𝑛)

𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛’)

结点𝑛

结点𝑛’

目标结点𝑛%&'

𝑐(𝑛’, 𝑎, 𝑛%&')

可容性指满足条件：对于任意结点𝒏，有𝒉 𝒏 ≤ 𝒉∗ 𝒏 ，如果𝒏是目标结点，则有𝒉 𝒏 = 𝟎。

启发函数不会过高估计从结点𝑛到终止结点所应该付出的代价（即估计代价小于等于实际代价）。

求取从城市A到城市K之间一条行驶时间最短路线

在寻找最短路径问题中，状态城市与

目标城市之间的距离不可能小于二者的直

线距离，因此到目标城市的直线距离这个

启发函数是具备可容性的。



A*搜索性能分析：一致性

A*算法的最优性取决于搜索问题和启发函数的性质。
启发函数的性质——一致性：

启发函数的一致性指满足条件	𝒉 𝒏 ≤ 𝒄 𝒏, 𝒂, 𝒏, + 𝒉(𝒏,)。

如果将单步代价𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛,)重新定义为𝑛和𝑛,在二维平面上的欧氏距离，则根据欧氏距离三角不等式原则，

城市𝑛到目标城市𝑛%&'之间直线距离一定小于等于从城市𝑛到其相邻城市𝑛,的直线距离与城市𝑛,到目标城市

𝑛%&'之间直线距离之和。故此时，若将当前城市与目标城市𝑛%&'之间直线距离作为启发函数值，则启发函

数满足一致性条件。

ℎ(𝑛)

ℎ(𝑛’)
𝑐(𝑛, 𝑎, 𝑛’)

结点𝑛

结点𝑛’

目标结点𝑛%&'



A*搜索性能分析：可容性与一致性

一致性必然导致可容性。

一致性是一个比可容性更严格的性质，即一个启发函数如果满足一致性条件，那么该启发函数必然满足可容性条件。

如图中以𝑛.为根结点的子树，假设从该结点到达终止结

点代价最小的路径为𝑛. → 𝑛/ → ⋯ → K。由于ℎ K = 0且启

发函数满足一致性条件，因此存在：

ℎ 𝑛. ≤ ℎ 𝑛/ + 𝑐 𝑛., 𝑎., 𝑛/
≤ ℎ 𝑛0 + 𝑐 𝑛/, 𝑎/, 𝑛0 + 𝑐 𝑛., 𝑎., 𝑛/
≤ ⋯

≤ 𝑐 𝑛., 𝑎., 𝑛/ + 𝑐 𝑛/, 𝑎/, 𝑛0 +⋯+ 𝑐 𝑛1, 𝑎1, K

= ℎ∗(𝑛.)

即满足一致性条件的启发函数一定满足可容性条件。

证明：



A*搜索性能分析：最优性

假设A*算法找到的第一个终止结点为𝑛。对于此时边缘集合中任意结点𝑛′，根据算法每次扩展时的策略，

即选择评价函数取值最小的边缘结点进行扩展，有𝑓 𝑛 ≤ 𝑓 𝑛2 。由于A*算法对评价函数定义为𝑓 𝑛 =

𝑔 𝑛 + ℎ(𝑛)，且ℎ 𝑛 = 0，有𝑓 𝑛 = 𝑔 𝑛 + ℎ 𝑛 = 𝑔(𝑛)，𝑓 𝑛2 = 𝑔 𝑛2 + ℎ(𝑛2)，综合可得

𝑔 𝑛 ≤ 𝑔 𝑛2 + ℎ 𝑛2 ≤ 𝑔 𝑛2 + ℎ∗(𝑛2)

其中𝑔 𝑛 为从起始结点到结点𝑛所对应路径的代价，𝑔 𝑛2 + ℎ∗(𝑛2)表示从初始结点出发经过结点𝑛′到达

终止结点的最小代价。也就是说此时扩展其他任何一个边缘结点都不可能找到比结点𝑛所对应路径代价更

小的路径，因此结点𝑛对应的是一条最短路径，即算法满足最优性。

如果启发函数是可容的，那么A*算法满足最优性

如何确保A*能够保证在存在解的情况下总能找到最优的那一个解？    →    最优性（找到的就是是最好的）

𝑛-

𝑛’

最优路径点集合

𝑛!"#$" 𝑛(
⋯ 𝑛

边缘集合
（未被选出的点集）

终止结点

ℎ∗(𝑛2)
𝑔(𝑛2)

𝑔(𝑛)



A*搜索性能分析

Ø 完备性是前提，即搜索问题首先一定要有解。

Ø 一致性一定导致可容性，二者都可以推导出最优性。

完备性

最优性

一致性

可容性

各性质之间的关系 搜索空间随启发信息强度的变化趋势

Ø 当启发式信息不起作用时，即h(s)=0时，A*搜索等同于
代价一致搜索（UCS）。（红色区域）

Ø 当启发式信息等同于未来代价时，即h(s)=FutureCost(s)
时，A*搜索会直接沿着最小代价路径前进。（绿色区域）

Ø 通常启发式信息介于上述两种情况之间。（橙色区域）



A*搜索可视化

https://www.redblobgames.com/pathfinding/a-star/introduction.html

https://www.redblobgames.com/pathfinding/a-star/introduction.html
https://www.redblobgames.com/pathfinding/a-star/introduction.html
https://www.redblobgames.com/pathfinding/a-star/introduction.html
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Minimax搜索

狭路相逢勇者胜

勇者相逢智者胜

智者相逢德者胜

德者相逢道者胜

目标

最⼤化利益

最小化利益

对抗搜索（adversarial search）或博弈搜索（game search）：

两个智能体同处于一个竞争的环境，智能体之间通过竞争来实现各自相反目标，即一方想

最大化自身的利益，而另一方则想最小化对手的利益。通俗地说，对抗搜索的过程就是两个智

能体各自选择对自己有利的策略。



Minimax搜索——若干定义

u    状态：状态𝑠包括当前的游戏局面和当前行动的智能体。初始状态𝑠3包括初始游戏局面和初始行动的

  玩家。由于本节讨论的问题假设两个竞争对手轮流行动，因此第𝑖步行动的玩家是确定的，函 

  数player(𝑠)给出状态𝑠下行动的智能体。

u 动作：给定状态𝑠，动作指的是player(𝑠)在当前局面下可以采取的操作𝑎，记动作集合为actions 𝑠 。

u 状态转移：给定状态𝑠和动作𝑎 ∈ actions(𝑠)，状态转移函数result(𝑠, 𝑎)决定了在𝑠状态采取𝑎动作后所

   得后继状态。

u 终局状态检测：终止状态检测函数terminal_test(s)用于测试游戏是否在状态𝑠结束。

u    终局得分：终局得分utility(𝑠, 𝑝)表示在终局状态𝑠时玩家𝑝的得分。在二人零和博弈中，两名玩家的

终   局得分之和应该是固定的，因此算法只需记录其中一人的终局得分为utility(𝑠)，则另一

人   的得分可按照零和原则相应算出。



Minimax搜索——搜索策略

minimax s =
utility 𝑠 , 	 if terminal_test(s)
max#∈/012345 ! minimax result 𝑠, 𝑎 , if player 𝑠 = 𝑀𝐴𝑋
min#∈/012345 5 minimax result 𝑠, 𝑎 , if player 𝑠 = 𝑀𝐼𝑁

由于每个玩家都想要最大化自己的得分，因此：

玩家1行动时：选择最大化终局得分的搜索树分支（MAX）

玩家0行动时：选择最小化终局得分的搜索树分支（MIN）

这也就是最小最大算法的名字由来。

玩家MAX和玩家MIN在最优策略下采取动作的示意图 井字棋所对应的对抗搜索树



Minimax搜索——算法流程

Minimax搜索就是在计算搜索树中每个结点分数之后，每一步由玩家根

据自己的角色来选择使得分数最大或分数最小的行动。

Ø 算法3.2给出了Minimax算法的流程，该算法假设玩家MAX为初始行动

玩家。这个假设并不会使问题失去一般性，如果实际上初始行动的是玩

家MIN，则可以通过将终局得分取相反数的方法来交换玩家MIN和玩家

MAX。函数MinValue和MaxValue递归求解了每个搜索树结点的分数，

函数MinimaxDecision根据每个结点的分数求解玩家MAX在当前盘面下

所采取的最优动作。

Ø Minimax算法对游戏搜索树执行了一个完整的深度优先搜索。因此，如

果搜索树是有限的，那么Minimax算法必然能在有限时间内终止；如果

对手总是理性地按照最优策略来交替采取行动，那么Minimax算法得到

的解是最优的。

Ø 如果𝑚是游戏树的最大深度，在每个结点最多存在𝑏种有效走法，那么

Minimax算法的时间复杂度为𝑂 𝑏! ，空间复杂度为𝑂(𝑏𝑚)。



拓展阅读

香农之数：在象棋比赛中，深蓝需要判断某一时刻棋局落子对整个棋局胜负会带来怎样的影响。由于可选棋
局众多，尽管深蓝平均每秒能够对1亿个棋局进行判断评估，还是无法在规定时间内计算得到当前棋局对胜负
的潜在影响。1950年，香农（Claud Shannon）发表了一篇有关国际象棋编程的论文。在这篇论文中，香农估
算国际象棋比赛中落子选择从第一次移动时的20种会增加到第二次移动时的400种，在第六次移动时可能的落
子选择达到1.19亿种。香农甚至估算认为国际象棋的落子总数为10的120次方种，远远超出了10的82次方这一
宇宙原子总数，这就是国际象棋中“组合爆炸”难题。

剪枝--眼不见心不烦：为了从海量可能落子中选择一种合适落子，以克服组合爆炸挑战，深蓝采用了由1971年
图灵奖获得者约翰·麦卡锡 ( John McCarthy )发明的“阿尔法-贝塔（Alpha-Beta）”剪枝搜索算法。

上帝之落子：2016年3月，AlphaGo在首尔以4:1比分战胜了李世石。李世石在第四局78步给出了惊人落子，扭
转了乾坤。AlphaGo无法应对李世石这一步神来落子是搜索算法固有存在地平线问题（horizon problem）所致，
即搜索算法无法看到远方地平线以下的景象。这可理解为“计算机暴力搜索计算”与“人类直觉顿悟”之间
的差异，突破地平线之困依靠搜索之能还相距甚远。

突破组合爆炸之难与陷入地平线问题之困



alpha-beta剪枝
Alpha-Beta 剪枝搜索算法在Minimax算法中可减少被搜索的结点数，即在保证得到与原

Minimax算法同样的搜索结果时，剪去了不影响最终结果的搜索分枝。

由于𝑚𝑖𝑛 2, 𝑥, 𝑦 的值小于等于2，所以即使不知道

𝑥和𝑦的值，根结点的分数也可以算出来等于3。也就是

说，算法没有必要计算动作𝑐*和𝑐)对应的两个子树在

游戏结束时所得分数，就能决定在根结点采取动作𝑎(
从而在游戏结束时可获得收益3，因此动作𝑐*和𝑐)所对

应子树可以被剪枝。

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑥(𝐴) = 𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑖𝑛(3,9,10),𝑚𝑖𝑛(2, 𝑥, 𝑦),𝑚𝑖𝑛(10,5,1))

	 = 𝑚𝑎𝑥(3,𝑚𝑖𝑛(2, 𝑥, 𝑦), 1)



alpha-beta剪枝

l 可把上述剪枝思路推广到一般情况。假设有一个位于MIN层的结

点𝑚，已知该结点能够向其上MAX结点反馈的收益为𝛼（alpha）。

𝑛是与结点𝑚位于同一层的某个兄弟（sibling）结点的后代结点。

如果在结点𝑛的后代结点被访问一部分后，知道结点𝑛能够向其上

一层MAX结点反馈收益小于𝛼，则结点𝑛的未被访问孩子结点将

被剪枝。

l 如图3.12所示，玩家MAX在结点𝑚′能够从位于其下MIN层的结点

𝑚得到取值至少为𝛼的收益，因此结点𝑛那些未被访问的后继分支

结点对结点𝑚2取值没有任何影响了。

对min节点后代剪枝示意图



alpha-beta剪枝

l 如图3.13所示，考虑位于MAX层的结点𝑚，已知结点

𝑚能够从其下MIN层结点收到的收益为𝛽（beta）。

l 结点𝑛是结点𝑚上层结点𝑚,的位于MAX层的后代结点，

如果目前已知结点𝑛能够收到的收益大于𝛽，则不再扩

展结点𝑛的未被访问后继结点，因为位于MIN层的结点

𝑚,只会选择收益小于或等于𝛽的结点来采取行动。
图 3.13 基于MAX结点反馈收益进行剪枝(beta剪枝)

对max节点后代剪枝示意图



alpha-beta剪枝

l 实际上，在图3.12中，结点𝑚不仅为MIN层结点𝑛提供了一个下界，对

于例如𝑛,的MAX层结点，这个下界仍然是有意义的。图3.13中情况同

理。因此，无论一个结点位于MIN层还是MAX层，都可以根据图3.12

和图3.13中的情况找到一个下界（alpha）和一个上界（beta），即可

以为每个结点设置一个𝛼值和一个𝛽值，来判断该结点及其后继结点是

否可被剪枝。

l 每搜索一个子节点都会按照一定的规则对节点范围进行更新，Max节

点可以修改alpha值，Min节点修改beta值，如果出现了alpha＞beta，则

将该分支剪枝。因此综合以上两种情况的剪枝方法被称为alpha-beta剪

枝。

alpha-beta剪枝算法：为什么叫alpha和beta剪枝？图3.12

图3.13

收益太小，下一步Max不会考虑

收益太大，下一步Min不会考虑

alpha

beta



alpha-beta剪枝

l 在设计算法时，为了计算一个结点的上下界，无需枚举所有会影响当前

结点α值和β值的结点，只需要继承父结点的α值和β值，再按照一定的规

则加以更新即可：

（1）对于MAX结点，如果其孩子结点（MIN结点）的收益大于当前

的α值，则将α值更新为该收益 ——Max需要提高收益

（2）对于MIN结点，如果其孩子结点（MAX结点）的收益小于当前

的β值，则将β值更新为该收益——Min需要降低收益

（3）根结点（MAX结点）的α值和β值分别被初始化为−∞和+∞。

l 随着搜索算法不断被执行，每个结点的[𝛼, 𝛽]从其父结点提供的初始值开

始，取值按照如下形式变化：𝛼逐渐增加、𝛽逐渐减少。不难验证，如果

一个结点的𝛼值和𝛽值满足𝛼 > 𝛽的条件，则该结点尚未被访问的后续结

点就会被剪枝，因而不会被智能体访问。

alpha-beta剪枝算法：更新alpha和beta的剪枝规则
图3.12

图3.13

收益太小，下一步Max不会考虑

收益太大，下一步Min不会考虑

alpha

beta



alpha-beta剪枝——实例

一颗完整的最大最小搜索树



alpha-beta剪枝——实例

一颗完整的最大最小搜索树

结束！



蒙特卡洛树搜索

Ø 以经典的多臂赌博机（Multi-armed Bandit）问题为例。先考虑一个简化问题：假设智能体面前有

𝐾个赌博机，每个赌博机有一个臂膀。每次转动一个赌博机臂膀，赌博机则会随机吐出一些硬币

或不吐出硬币，将每次吐出的硬币的币值表示为收益分数。现在假设给智能体𝜏(τ > K)次转动臂

膀的机会，那么智能体如何选择赌博机、转动𝜏次赌博机臂膀，以获得更多的收益分数呢？

Ø 或许可以让智能体先把𝐾个赌博机的臂膀依次转动一遍，观察在摇动每个赌博机臂膀时的收益分

数，然后去转动那些收益分数高的赌博机臂膀。但是，由于从每个赌博机获得的收益分数是随机

的，一个刚刚给用户带来可观收益分数的赌博机在下一次摇动其臂膀时可能不会继续获得可观收

益分数，因此这一方法不可取。那么是否有方法能够指导智能体的高效地获取收益分数呢？

多臂赌博机示意图



蒙特卡洛树搜索——要素

u    状态：每个被摇动的臂膀即为一个状态，记𝐾个状态分别为{𝑠!, 𝑠", ⋯ , 𝑠#}，没有摇动任

何臂膀的初始状态记为𝑠$。

u    动作：动作对应着摇动一个赌博机的臂膀，在多臂赌博机问题中，任意状态下的动作集

合都为{𝑎!, 𝑎"⋯ , 𝑎#}，分别对应摇动某个赌博机的臂膀。

u    状态转移：选择动作𝑎%(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐾)后，将状态相应地转换为𝑠%。然而这个问题和前两节

讨论的搜索问题的不同之处在于，由于存在随机性，智能体摇动赌博机臂膀若干个𝜏次，任意

两个𝜏次的结果可能都不一样，为此引入如下奖励要素。

u    奖励（reward）：假设从第𝑖个赌博机获得收益分数的分布为𝐷%，其均值为𝜇%。如果智能

体在第𝑡次行动中选择转 动了第𝑙&个赌博机臂膀，那么智能体在第𝑡次行动中所得收益分数𝑟̂&服

从分布𝐷'4，𝑟̂&被称为第𝑡次行动的奖励。为了方便对多臂赌博机问题的理论研究，一般假定奖

励是有界的，进一步可假设奖励的取值范围为[0,1]。



蒙特卡洛树搜索——要素

u    悔值（regret）函数 
     

根据智能体前𝑇次动作，可以如下定义悔值函数：

𝜌i = 𝑇𝜇∗ −)
klm

i

𝑟̂k

     其中，𝜇∗ = max
)*!,⋯,-

𝜇%。显然为了尽量减少悔恨，在每次操作时，智能体应该总是转动能够

提供最大期望奖励的赌博机臂膀，但是这是不现实的，因为智能体并不知道哪个臂膀的奖励期
望最大。这一公式告诉我们，将𝑇次操作中最优策略的期望得分减去智能体的实际得分，就是
悔值函数的结果。显然，问题求解的目标为最小化悔值函数的期望，该悔值函数的取值取决于
智能体所采取的策略。

理想

现实



蒙特卡洛树搜索——搜索策略

智能体无法预先计算好最优策略，然后实行，而是需要一边探索一边调整自己的策略，以最大化收益

贪心算法：智能体记录下每次摇动的赌博机臂膀和获得的相应
收益分数。给定第𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐾)个赌博机，记在过去𝑡 − 1次摇动
赌博机臂膀的行动中，一共摇动第𝑖个赌博机臂膀的次数为第
𝑇(7,"9()。于是，可以计算得到第𝑖个赌博机在过去𝑇(7,"9()次被摇动
过程中的收益分数平均值𝑥̅7,;(",$%&)。这样，智能体在第𝒕步，只要
选择r𝒙𝒊,𝑻(𝒊,𝒕%𝟏)值最大的进行摇动。

贪心算法存在一定问题，受收益估计影响很大：假设一共有五
台赌博机（ 即𝐾 = 5） ，第 𝑖个赌博机的得分满 足 均 值 为
𝜇(, ⋯ , 𝜇> = (0.3,0.4,0.5,0.6,0.7)的分布。假如在计算机上模拟
𝑇 = 10000次摇动五台赌博机，假设在模拟中4号赌博机被摇动次
数比较多，其他赌博机被摇动次数很少，这会导致这些赌博机平
均收益分数的估计结果产生很大误差。

注意：如果重新进行一个10000次贪心算法的模拟，由于随机
性的存在，其结果会存在不同。



蒙特卡洛树搜索——不足

上述困境体现了探索（exploration）和利用（exploitation）之间存在的对立关系。贪心

算法基本上是利用从已有尝试结果中所得估计来指导后续动作（如倾向于选择4号赌博机），但

问题是所得估计往往不能准确反映未被（大量）探索过的动作，如由于很少摇动其他编号的赌

博机而无法准确估计其他编号赌博机可能带来的收益分数。因此，需要在贪心算法中增加一个

能够改变其“惯性”的内在动力，以使得贪心算法能够访问那些尚未被（充分）访问过的空间。

贪心算法：盲从过去而导致不足



蒙特卡洛树搜索——改进的贪心算法

𝝐-贪心算法

𝑙& = ?
argmax%	𝑥̅%,.(6,489) , 	 以1 − 𝜖的概率	
随机的𝑖 ∈ 1,2,⋯ , 𝐾 , 	 以𝜖的概率	

在第𝑡步，𝜖-贪心算法按照如下机制来选择摇动赌

博机：

即以1 − 𝜖的概率选择在过去𝑡 − 1次摇动赌博机臂

膀行动中所得平均收益分数最高的赌博机进行摇动；

以𝜖的概率随机选择一个赌博机进行摇动。

𝜖-贪心算法对估计摇动五个赌博机臂膀所带来

期望分数更加准确了。并且因为编号为5的赌博机

的平均收益分数最高，算法倾向于选择动作𝑎>，

与预期相符。这说明其探索机制发挥了作用。



蒙特卡洛树搜索——上限置信区间算法

Ø 𝜖-贪心算法虽然能有效地促使算法进行探索，但通过这种随机机制来选择动作进行探索的做法很可能不是最

优的。比如，可能存在一个给出更好奖励期望的动作，但因为智能体对其探索次数少而认为其期望奖励小。

因此，需要对那些探索次数少或几乎没有被探索过的动作赋予更高的优先级。

Ø 但是𝜖-贪心算法没有将每个动作被探索的次数纳入考虑，这似乎是不合理的。另一方面，简单地优先去尝试

探索次数少的动作也未必合理，因为只需要少量的探索次数，就能够较好估计方差较小的动作的奖励期望。

Ø 在探索过程中，应该优先探索估计值不确定度高的动作。另外，如果从一个动作的奖励估计值非

常小，那么算法也没有必要将其作为优先探索对象。上限置信区间（Upper Confidence Bounds, 

UCB1）算法正是遵循这一思路来进行探索。



蒙特卡洛树搜索——上限置信区间算法策略

UCB1算法的策略是：为每个动作的奖励期望计算

一个估计范围，优先采用估计范围上限较高的动作。

如图3.19所示，动作1的奖励期望取值的不确定度

（估计范围）虽然最大，但是因为其均值太小，因此

UCB1算法不优先考虑探索动作1。动作2和3的奖励

期望的均值相同，但是动作2的奖励期望取值的不确

定度（估计范围）更大，于是因为置信上限更大，动

作2会被UCB1算法优先考虑。

简单来说就是充分寻找潜力股！



蒙特卡洛树搜索

Ø 无论是一般搜索问题，还是对抗搜索问题，在问题特别复杂时，搜索树可能会变得十分巨大，以

至于搜索算法很难在短时间内完全探索整棵搜索树。为了解决这个问题，前面分别探讨了如何利

用辅助信息来找到高效的结点扩展顺序以及介绍了可减少不必要扩展的结点数量的alpha-beta剪

枝算法。

Ø 不难发现，对搜索算法进行优化以提高搜索效率基本上是在解决如下两个问题：优先扩展哪些结

点以及放弃扩展哪些结点，综合来看也可以概括为如何高效地扩展搜索树。

Ø 如果将目标稍微降低，改为求解一个近似最优解，则上述问题可以看成是如下探索性问题：算法

从根结点开始 ，每一步动作为选择（在非叶子结点）或扩展（在叶子结点）一个孩子结点。可以

用执行该动作后所收获奖励来判断该动作优劣。奖励可以根据从当前结点出发到达目标路径的代

价或游戏终局分数来定义。算法会倾向于扩展获得奖励较高的结点。

Ø 算法事先不知道每个结点将会得到怎样的代价（或终局分数）分布，只能通过采样式探索来得到

计算奖励的样本。由于这个算法利用蒙特卡洛法通过采样来估计每个结点的价值，因此它被称为

蒙特卡洛树搜索（Monte-Carlo Tree Search）算法。



蒙特卡洛树搜索

u    选择（selection）：选择指算法从搜索树的根结点开始，向下

递归选择子结点，直至到达叶子结点或者到达尚未被完全扩展的的

结点L，如图(a)所示。这个向下递归选择过程可由UCB1算法来实

现，在递归选择过程中记录下每个结点被选择次数和每个结点得到

的奖励均值。

u 扩展（expansion）：如果结点 L 不是一个终止结点（或对抗

搜索的终局结点），则随机扩展它的一个未被扩展过的后继结点M，

如图 (b)所示。

u 模拟（simulation）：从结点M出发，模拟扩展搜索树，直到

找到一个终止结点，如图 (c)所示。模拟过程使用的策略和采用

UCB1算法实现的选择过程并不相同，前者通常会使用比较简单的

策略，例如使用随机策略。

u 反向传播（Back Propagation）：用模拟所得结果（终止结点

的代价或游戏终局分数）回溯更新模拟路径中M以上（含M）结点

的奖励均值和被访问次数，如图 (d)所示。



蒙特卡洛树搜索

图3.22  一个加入Minimax剪枝的蒙特卡洛树搜索的例子
（UCB值在对应结点边用红色字体标出）
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